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Πυθαγόρειο Θεώρημα

(Προτείνεται για μαθητές Β΄ Γυμνασίου και Β΄ Λυκείου)

Περιγραφή

Η εργασία αυτή είναι σχεδιασμένη σε περιβάλλον του λογισμικού Geometers’ Sketchpad. Το αντίστοιχο αρχείο του υπολογιστή αποτελείται από έντεκα σελίδες, σε κάθε μία από τις οποίες υπάρχει  μια δραστηριότητα. 

Μέσα από τις προτεινόμενες δραστηριότητες αυτής της εργασίας αναμένεται οι μαθητές/ριες να πειραματιστούν με το Πυθαγόρειο Θεώρημα και τις εφαρμογές του σε ανοιχτά περιβάλλοντα, ώστε να μπορούν να το αξιοποιήσουν σε διάφορα πρακτικά και καθημερινά προβλήματα. 

Μια τέτοια διδακτική παρέμβαση προτείνεται για την εμπλοκή των μαθητών/ριών με τις διάφορες μαθηματικές έννοιες και διαδικασίες αντιμετώπισης των αντίστοιχων προβλημάτων. Δίνεται η δυνατότητα στους μαθητές/ριες να εργαστούν διερευνητικά, συνθετικά και ανακλαστικά, ώστε να αντιμετωπίζουν ζητήματα όπως π.χ. πώς μπορεί να χωριστεί ένα επίπεδο σχήμα σε δύο όμοια και ισοδύναμα σχήματα με άθροισμα επιφανειών ίσο με του αρχικού, αλλά και το αντίστροφο (πρόβλημα 5). Οι μαθητές/ριες αναμένεται να ανακαλύψουν εργαλεία επιμερισμού και σύνθεσης, αλληλεπιδρώντας με το περιβάλλον με  αποτέλεσμα να αποκτήσουν δεξιότητες στην επίλυση διάφορων καθημερινών προβλημάτων. 

 Οι έρευνες έχουν δείξει ότι η συνεργατική μάθηση μέσα στην τάξη, η εμπλοκή των μαθητών με απτές δραστηριότητες, όπως οι προτεινόμενες ή και παιχνίδια σε Η/Υ, τους/τις βοηθούν να αντιληφθούν καλύτερα τις έννοιες που πραγματεύονται και ιδιαίτερα αυτούς/ες που μειονεκτούν στα μαθηματικά (Conati, C., & Zhou, X., Mayer, R. E.,  Mumtaz, S., Virvou, M., Katsionis, G., & Manos, K.)

Πιο συγκεκριμένα:

Σελίδα 1η: 

Μέσα από την πρώτη δραστηριότητα αναμένεται να αντιληφθούν οι μαθητές/ριες πότε και για ποιο λόγο το ορθογώνιο είναι ισοδύναμο με ένα παραλληλόγραμμο. Η προσοχή του εκπαιδευτικού θα πρέπει να επικεντρωθεί στη συζήτηση της ιδέας ότι τα εμβαδά των παραλληλόγραμμων σχημάτων δεν αλλάζουν όσο το ύψος και η βάση τους παραμένουν σταθερά ως μεγέθη. Η διαπίστωση αυτού του μετασχηματισμού είναι απαραίτητη ως θεωρητικό υπόβαθρο για την επόμενη δραστηριότητα.

Σελίδα 2η:

Η δεύτερη δραστηριότητα δίνει τη δυνατότητα στους μαθητές/ριες να διαπιστώσουν πειραματιζόμενοι/νες ότι το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων που σχηματίζονται από τις κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται με το εμβαδόν του τετραγώνου που σχηματίζεται με πλευρά την υποτείνουσα του τριγώνου αυτού. Ο/η εκπαιδευτικός επικεντρώνει το ενδιαφέρον των παιδιών στην παρατήρηση αυτής της σχέσης, στη λεκτική της διατύπωση και στην απόδοσή της με κάποιο μαθηματικό τρόπο, δεδομένου ότι το εμβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς α δίνεται από τον τύπο α2. Έτσι, μπορεί να βγει πρακτικά ο κανόνας ότι «το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων που σχηματίζονται από τις κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται με το εμβαδόν του τετραγώνου που σχηματίζεται με πλευρά την υποτείνουσά του» δηλαδή το γνωστό Πυθαγόρειο θεώρημα και να προκύψει η αντίστοιχη σχέση α2 = β2 + γ2. 
Στη σελίδα αυτή δίνεται η δυνατότητα στους μαθητές/ριες πέρα των πειραματισμών  να εκτελέσουν με κατάλληλο εργαλείο (Παρουσίαση) την προγραμματισμένη διαδικασία μετασχηματισμού των τετραγώνων σε ισοδύναμα ορθογώνια.

Οι δραστηριότητες των σελίδων 3,4,5 και 6 προσφέρονται για να διαπιστώσουν οι μαθητές/ριες ότι το Πυθαγόρειο Θεώρημα α2 = β2 + γ2, δεν ισχύει μόνο όταν περιμετρικά των πλευρών του ορθογωνίου τριγώνου κατασκευάζουμε τετράγωνα, αλλά ισχύει και όταν κατασκευάζουμε από τις πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου περιμετρικά αυτού και άλλα σχήματα, όπως ορθογώνια ισοσκελή τρίγωνα, ισόπλευρα τρίγωνα, ημικύκλια και όμοια μεταξύ τους σχήματα. 

Για να διερευνήσουν οι μαθητές/ριες τον τρόπο που προκύπτουν οι αντίστοιχες ισότητες, ζητείται να τις διατυπώσουν αλλά και να βρουν το μετασχηματισμό που συνδέει τη σχέση του Πυθαγορείου θεωρήματος με αυτές (με 1/4 στα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα, 
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/4 στα ισόπλευρα τρίγωνα και με π/2 στα ημικύκλια).
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Ειδικά η έκτη δραστηριότητα δίνεται, για να διευρύνουν οι μαθητές/ριες την ισχύ του Πυθαγορείου Θεωρήματος σε τυχαία σχήματα και να αντιληφθούν ότι αυτό ισχύει πάντοτε, όταν έχουμε όμοια πολύγωνα σχηματιζόμενα περιμετρικά του ορθογωνίου τριγώνου, που έχουν όμως τις ομόλογες πλευρές ανάλογες με τις πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου.

Τα προβλήματα που ακολουθούν στις επόμενες σελίδες της εργασίας, δίνονται για να μπορέσουν οι μαθητές/ριες να εφαρμόσουν το Πυθαγόρειο θεώρημα σε καθημερινά προβλήματα. Επίσης, ζητείται να προταθούν δύο τρόποι λύσης, ένας αλγεβρικός (με τη βοήθεια της μετρικής σχέσης του Πυθαγορείου Θεωρήματος)  και ένας γεωμετρικός (με την κατάλληλη τοποθέτηση των σχημάτων), για να αποκτήσουν τη δυνατότητα οι μαθητές/ριες να ερμηνεύουν τα διάφορα προβλήματα με αλγεβρικές σχέσεις. 
Από την εμπλοκή των μαθητών/ριών με τα τέσσερα πρώτα προβλήματα, αναμένεται να αποκτήσουν ένα εργαλείο σύνθεσης επιφανειών. Δηλαδή, όταν τους δίνονται δύο ή και περισσότερα όμοια σχήματα να μπορούν να δημιουργήσουν ένα όμοιο σχήμα με τα προηγούμενα, που έχει όμως τη συνολική επιφάνεια αυτών.  
Ενώ μέσα από την προσπάθεια των μαθητών/ριών να επιλύσουν το πέμπτο πρόβλημα, αναμένεται να αποκτήσουν ένα εργαλείο διαμέρισης μιας επιφάνειας σε δυο όμοιες. Ειδικά στο σχήμα του προβλήματος αυτού, υπάρχουν και οι διαγώνιοι του τετραγώνου, ώστε, όταν λύσουν το πρόβλημα οι μαθητές/ριες, να διαπιστώσουν ότι το μήκος της πλευράς του τετραγώνου που αναζητούν ισούται με το μήκος της ημιδιαγωνίου. Έτσι, μπορούν να αντιληφθούν ότι, όταν έχουμε ένα τετράγωνο σχήμα και θέλουμε να το διαμερίσουμε σε δύο άλλα τετράγωνα, τότε μπορούμε πρώτα να το χωρίσουμε σε τέσσερα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα, φέροντας τις διαγώνιους και στη συνέχεια συνθέτοντας κατάλληλα τα τρίγωνα ανά δύο, θα πάρουμε τα ζητούμενα τετράγωνα.
Οι δραστηριότητες των μαθητών με τους αντίστοιχους διδακτικούς στόχους που εξετέθησαν προηγουμένως είναι :
Δραστηριότητα 1η

Αρχικά  το σημείο Α  βρίσκεται πάνω στο σημείο Η. 

Αν σύρετε το σημείο Α δεξιά ή αριστερά, θα αποκαλυφθεί ένα πορτοκαλί ορθογώνιο  κάτω από το κόκκινο σχήμα.

Καθώς μετακινείτε το σημείο Α, δημιουργείται ένα κόκκινο πλάγιο παραλληλόγραμμο, ενώ το αρχικό πορτοκαλί ορθογώνιο παραμένει στη θέση του. 

Ποιο είναι το εμβαδόν του ορθογώνιου παραλληλόγραμμου με πλευρές το β και το υ;

Ποια είναι η σχέση του εμβαδού του κόκκινου παραλληλόγραμμου με το εμβαδόν του σταθερού πορτοκαλί ορθογώνιου παραλληλόγραμμου;   
[image: image5.wmf]¹


 Δραστηριότητα 2η

 Mετασχηματίστε τα τετράγωνα που έχουν ως βάση τις κάθετες πλευρές του τριγώνου, σύροντας το σημείο Π και στη συνέχεια το σημείο Σ, ώστε να τοποθετηθούν πάνω στο σημείο Λ της γραμμής ε.

   Mετασχηματίστε  το τετράγωνο που έχει ως βάση την υποτείνουσα, σύροντας το σημείο Ρ, έως ότου  το σημείο Δ συμπέσει με το σημείο Α.

   Γιατί ο μετασχηματισμός αυτός δεν αλλάζει τα εμβαδά των τετραγώνων;  

   Μετατοπίστε το σημείο Α, για να αλλάξει το μέγεθος του τριγώνου και παρατηρήστε πώς αλλάζουν τα εμβαδά των τετραγώνων.

   Κάντε κλικ στο κουμπί με την ετικέτα Παρουσίαση και παρατηρήστε το μετασχηματισμό των ισοδύναμων σχημάτων.

 Να διατυπώσετε τη σχέση που απορρέει από την παραπάνω ισότητα των εμβαδών και συμβολίστε τη σχέση αυτή Σ1.
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Δραστηριότητα 3η

Μετατοπίστε το σημείο Α, για να αλλάξουν τα μεγέθη των ορθογώνιων   τριγώνων και παρατηρήστε πώς αλλάζουν τα εμβαδά τους.

Να διατυπώσετε τη σχέση που απορρέει από την παραπάνω ισότητα των εμβαδών και συμβολίστε τη σχέση αυτή Σ2. 

Να βρείτε το μετασχηματισμό που συνδέει τη σχέση Σ1 με τη σχέση Σ2.
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Δραστηριότητα 4η

Μετατοπίστε το σημείο Α, για να αλλάξουν τα μεγέθη των τριγώνων και παρατηρήστε πώς αλλάζουν τα εμβαδά τους.

Να διατυπώσετε τη σχέση που απορρέει από την παραπάνω ισότητα των εμβαδών και συμβολίστε τη σχέση αυτή Σ3. 

[image: image8.emf]Να βρείτε το μετασχηματισμό που συνδέει τη σχέση Σ1 με τη σχέση Σ3.
Δραστηριότητα 5η

Μετατοπίστε το σημείο Α, για να αλλάξουν τα μεγέθη του τριγώνου και των ημικυκλίων. 

Παρατηρήστε πώς αλλάζουν τα εμβαδά τους.

Να διατυπώσετε τη σχέση που απορρέει από την παραπάνω ισότητα των εμβαδών και συμβολίστε τη σχέση αυτή Σ4. 

Να βρείτε το μετασχηματισμό που συνδέει τη σχέση Σ1 με τη σχέση Σ4.

[image: image9.emf]
Δραστηριότητα 6η

  Σύρετε τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Η για να αλλάξει το σχήμα. Παρατηρήστε πώς αλλάζουν τα εμβαδά των σχημάτων. 

Κάντε κλικ στο κουμπί με την ετικέτα εμφάνιση και παρατηρήστε την ισότητα των σχέσεων.

Να βρείτε τη σχέση που ισχύει για τα εμβαδά π[1],  π[2 ]και π[3] των ομοίων σχημάτων που έχουν τις ομόλογες πλευρές ανάλογες με τις πλευρές ενός ορθογώνιου τριγώνου.

[image: image10.emf]Να αποδείξετε γιατί  ισχύει η σχέση που βρήκατε.
Πρόβλημα 1

Δίνονται δύο τετράγωνα με πλευρές 3 cm  το ένα και 4 cm το άλλο. Να βρείτε την πλευρά του τετραγώνου που έχει επιφάνεια τη συνολική επιφάνεια των δύο τετραγώνων. Να λύσετε το πρόβλημα με δύο τρόπους.
[image: image11.emf] 
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Πρόβλημα 2

Δίνονται τρία τετράγωνα με πλευρές 2 cm, 3 cm και 5 cm το καθένα. Να βρείτε την πλευρά του τετραγώνου που έχει επιφάνεια τη συνολική επιφάνεια των τριών τετραγώνων. Να λύσετε το πρόβλημα με δύο τρόπους.
[image: image13.emf]
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Πρόβλημα 3

Δίνονται δύο ισόπλευρα τρίγωνα με πλευρές 3 cm  το ένα και 4 cm το άλλο. Να βρείτε την πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου που έχει επιφάνεια τη συνολική επιφάνεια των δύο τριγώνων.

 Να λύσετε το πρόβλημα με δύο τρόπους.
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Πρόβλημα 4

Ο ιδιοκτήτης ενός ξενοδοχείου θέλει να αντικαταστήσει τις δύο πισίνες με μία νέα πισίνα σχήματος ημικυκλίου, η οποία όμως θα έχει  επιφάνεια τη συνολική επιφάνεια των δύο αρχικών πισίνων.

 Να υπολογίσετε την ακτίνα της νέας πισίνας, αν γνωρίζετε ότι οι δύο αρχικές πισίνες έχουν ακτίνες 6m και 8m; 

 Να προτείνετε δύο τρόπους επίλυσης του προβλήματος.
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Πρόβλημα 5

Ο κύριος  Κώστας έχει ένα οικόπεδο σχήματος τετραγώνου με πλευρά 10 μέτρα. Σκέφτεται να το αφήσει ως κληρονομιά στα δύο παιδιά του. ΄Έτσι θέλει να  το ανταλλάξει  με άλλα δύο οικόπεδα ίσα μεταξύ τους, επίσης σχήματος τετραγώνου το καθένα. Να υπολογίσετε την πλευρά του κάθε ενός από αυτά τα τετράγωνα με  δύο τρόπους.
[image: image3.emf]
ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

1. Οι δραστηριότητες 1 και 2 μπορούν να αντιμετωπιστούν και σε τάξεις Β’ Γυμνασίου όπως και το πρόβλημα της 7ης σελίδας.

2. Οι εκπαιδευτικοί σε όλες τις γεωμετρικές λύσεις που ζητούνται (όχι με μετρικές σχέσεις), θα πρέπει να προσέξουν ιδιαίτερα την τοποθέτηση των σχημάτων, ώστε να σχηματίζονται σωστά ορθές γωνίες, για να επιβεβαιώνεται με ακρίβεια το Πυθαγόρειο Θεώρημα ως προς τις μετρήσεις των μεγεθών. Π.χ.
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3. Για λόγους ακρίβειας υπολογισμών και διευκόλυνσης των μαθητών/ριων που χειρίζονται τον Η/Υ, οι μετρήσεις των αποστάσεων και των ευθύγραμμων σχημάτων γίνονται με ακρίβεια δεκάτων, ενώ τα εμβαδά των σχημάτων εκφράζονται με ακρίβεια τετρ. εκατοστών. 

4. Στις σελίδες 7, 8, 9, 10 και 11 δίνεται βοηθητικό ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και το μήκος αυτού, για να μπορούν οι μαθητές/ριες να μετρούν αποστάσεις σημείων και μήκη ευθυγράμμων τμημάτων κατά την επίλυση των προβλημάτων με γεωμετρικό τρόπο. 

























Αν η γωνία του τριγώνου ΑΒΓ στο σημείο Β δεν είναι ορθή, τότε το μήκος ΑΓ � EMBED Equation.3  ��� 10 cm





Π.χ. για τα τρία ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα περιμετρικά του κεντρικού ορθογωνίου τριγώνου έχουμε:


 (ΑΒΜ)+(ΑΓΛ)=(ΒΓΚ) και





� EMBED Equation.3  ���
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